RESUMO

As defini¢cdes recursivas aparecem como uma forma natural de traduzir um programa, existindo
actualmente métodos poderosos e simples de provar a sua correcgao. sdo no entanto pouco eficientes. A
sua transformagdo num programa iterativo equivalente produzira um programa que corresponde ao duplo
objectivo de correcc¢éo e eficiéncia. Apresentamos um método de transformagé&o que se baseia num
principio de generalizagdo analogo aos utilizados em inteligéncia Artificial.

.1- INTRODUCAO

A década que agora findou marca o Inicio e o desenvolvimento de novas metodologias (formais) de
programacao. O custo proibitivo dos programas, devido sobretudo a sua correc¢gdo e manutencgdo. levou
os informaticos a por em causa os "métodos" tradicionais de construgdo e validacéo e a procurar
desenvolver, pare a sua substituicdo, metodologias formais. Foi DIJKSTRA que iniciou este trabalho. A
sua frase (12) "testar um programa pode servir para provar que possui um erro, mas nunca que esta
correcto veio por em causa 0s testes como método de validacdo de programas. Do mesmo modo a sua
frase (11) "a qualidade de um programador é inversamente proporcional ao numero de goto's' que utiliza"
chamou a atencéo para a necessidade de manter o programa-texto (estatico) como imagem do
programa-executado (dindmico), mediante a redu¢édo do nimero de estruturas de controle utilizadas,
Dijkstra prop6s entdo como solugéo e uso exclusivo de estruturas de controle concatenacéo, selecgéo, e
iteracdo. As suas observacgdes constituiram a base de uma nova metodologia do programacéao apelidada
"Programacdao Estruturada": o programa & escrito de modo descendente, pela decomposicdo do problema
inicial em sub-problemas (mais simples), Com esta metodologia, constru¢édo a prova de um programa sdo
empreendidas simultaneamente. tendo-se para isso desenvolvido novos métodos de prova (método das
assercdes indutivas - FLOYD/HOARE (13.15). Todavia, alguns problemas surgem: (1) por um
lado, a construcdo/prova apresenta a dificuldade de criagdo dos chamados invariantes de anel, como
adiante se vera, (2) por outro lado, as estruturas do controle utilizadas vierem a revelar-se
demasiadamente restritivas, originando por vezes programas de dificil leitura, ao contrario do que se
pretendia, (3) finalmente, tendo sido constituido e desenvolvido em torno do problema da correcgéo.
relegou a questao da eficiéncia pare segundo plano. com todas as consequéncias negativas que esse
facto acarreta.

Por tudo isso comegarem a surgir um pouco por toda a parte tentativas de desenvolvimen to de outras
metodologias. As dificuldades decorrentes do uso exclusivo da selec¢éo e da iteragdo estdo na origem
de um estudo intensivo sobre os estruturas de controle (ver por exemplo ASCHCROFT (6)
FLOYD/KNJTH (18) PETERSON/KASAMI/TOKURA (21) ou ainda ARSAC/RUGGIU (5). Como
resultado. surgem varios trabalhos tedricos sobre a poténcia relativo das estruturas de controle, sobre a
equivaléncia de programas cuja sistematizac¢éo originara a Teoria dos Esquemas de Programa.

Igualmente importantes foram os trabalhos sobre a possibilidade de se obterem programas
simultaneamente correctos e eficientes. Foi KNUTH (16) quem, pela primeira vez, propds a
transformacéo de programas como metodologia de programacéo, possibilitando assim a obtencao do
duplo objectivo (correcgéo e eficiéncia)acima indicado. A ideia de base 4 a seguinte: escrever
primeiramente fim programa correcto, usando para isso uma metodologia formal (programacéao
estruturada) sem cuidar do aspecto da eficiéncia, em seguida transformar o programa, preservando a sual
correccao, e tendo como objectivo central a busca da eficiéncia.

Na linha de Knuth, varios foram os trabalhos feitos (ARSAC (1.2.3) AUSLANDER/STRONG (7)
GERHART (14) LOVEMAN (19) STANDISH (22) WEGBREIT (23) advogando a transformacéo de
programas como método pratico de construgdo de programas. enquanto outros
(BURSTALL/DARLINGTON (9)) extraindo do estudo tedrico pratico das transformagdes resultados
importantes que motivaram o aparecimento de sistemas(semi) automéaticos de sintese de programas.

O método que vamos descrever situa-se dentro da Area transformacional e baseia-se nas ideias de




ARSAC/KODRATOFF (4) estudadas por Costa (10) . A aceitagdo do principio de superagao dos

objectivos de correccao e eficiéncia, base de qualquer método transformacional, tem como corolario a a
adopcdao das definigBes recursivas como ponto de partida para as transformagfes optimizantes e isto
pelo menos, por duas ordens de razdes: primeiramente. elas aparecem como um modo natural e (quase)

directo de um problema em segundo lugar. Existem actualmente poderosos métodos de avaliagdo de
programas recursivos (inducéo estrutural BURSTALL (8). inducdo computacional MANNA (20). As duas

conjugadas tornam relativamente rapido a obtengéo de um programa provadamente correcto e de simples
leitura. As transformacdes farao o resto.

Omeétodo recebe o nome de indutivo porgue surge inicialmente como resposta as dificuldades do método
indutivo do DIJKSTRA. A ligacéo entre os dois métodos leva-nos a apresentar primeiramente o de

Dijkstra, o que faremos mediante a apresentagédo de um exemplo, simples, e da sua generalizacao.

2 - PROGRAMAGAO RECORRENTE

2.1-Exemplo

Suponhamos que pretendemos um programa que ordene, de forma cres cente, um vector A de dimensao
n.

Formalmente, podemos definir o problema por meio de predicados; de entrada (E) e de saida (S)
seguintes:

P(A) significa que o vector B € uma permutacéo, do vector A. Para resolver o problema, vamos supor que
num dado momento do calculo possuimos uma solugédo parcial na forma de um vector A=P (A)
subdividido em dois subvectores esquerdo (A' B) a direito (A'd) e tal que A'b esta ordenado. Isto é
(usando predicados)

Graficamente teremos a situacdo da figura 1.

E evidente que se por meio de um processo qualquer conseguirmos aumentar a dimenséo do A'b
estaremos mais proximos da solu¢éo do nosso problema inicial. A diferenca entre k e n d4-nos uma ideia
da distancia d (=k-n) a que nos encontramos da solugéo. Formalmente, podemos exprimir tal facto pela
assercao

gue significa que. se o predicado Q for verdadeiro e se d=0. Entéo o predicado S tambémsera
verdadeiro.

Resta-nos pois agora. partindo do principio de que Q é verdadeiro definir uma estratégia que permita Ir
aumentando a dimensdo de A' b A estratégia utilizada devera, por um lado manter o predicado Q
verdadeiro e, por outro, diminuir estritamente a distancia d a solugdo. Uma possivel hipdtese de
estratégia é a seguinte:

(1)- Se a dimensdo de A'b for inferior a n comparar. da esquerda e para a direita. o primeiro elemento de
A' d com os elementos de A' e’

(2)- Se esse elemento for maior do que todos os elementos de A' e comecar o processo em (1)
considerando agora o elemento comparado como pertencente a A' e’




(3)- Se existir um elemento a'(j) do A" e maior do que o primeiro elemento do A' d entao:

(a)- Salvaguardar esse elemento:

b) - Deslocar todos os elementos de Ab a partir de j uma casa para a direita:
c) - Inserir o elemento salvaguardando na posicao j

d) -Recomecar em (1) com A'b incrementado de uma unidade.

Definido deste modo o algoritmo iterativo. facilmente o podemos traduzir num programa iterativo, Usando
uma linguagem de tipo Algol:

Entre chavetas indicamos as asserc¢des que sao verdadeiras quando a execugdo do programa se
encontra nosso ponto. A primeiro assercéo (Q A d < 0) derivo das nossas hipéteses de partida. ou seja.
gue existe um subvector esquerdo do dimenséo k totalmente ordenado. Mas como obter essa situagdo?
Duma maneira geral. isso equivale a resolver. pelo mesmo método, um novo problema materializado
pelo mesmo predicado do entrada E e tendo como predicado de saida Q. Sendo um subproblema do
problema inicial € mais simples que este Ultimo. No nosso caso trate-se de obter um subvector esquerdo
totalmente ordenado. Ume solugéo trivial consiste em fazer k:-1 . Acrescentando esta instru¢do ao inicio
do programa anterior obtemos o programa final desejado.

2.. - Generalizagéo

Se tentarmos generalizar o processo de resolugéo anterior, verificamos que este consiste em encontrar
um algoritmo iterativo para um problema. materializado no predicado de saida S. mediante a sua
decomposicao num outro predicado Q(designado por invariante de anel) e numa distancia d, tais que
QAd=0- --)S.

A resolugédo do subproblema Q é feita aplicando a mesma metodologia. Esquematicamente, poderemos

traduzir este método por:

Encontrar uma solugdo que valide Q

Transformar a solugédo parcial preservando Q e diminuindo estritamente d:

is (Q Ad > 0) fait

Reflectindo sobre o método. verificamos que:

_(1()1- E fundamental a invengéo (1) do invariante do anel Q, que funcionacomo uma verdadeira hipétese
indutiva,

(2)- E necessario explicitar uma grandeza Inteira d que traduza a distancia a que nos
encontramos da solugéo




(3)- Umavez (1) e (2) resolvidos. é necessario definir uma estratégia de resolugdo do modo a que se
mantenha o invariante, e que a distancia a solugao diminui estritamente)

(4)- Ap6s (1), (2) e (3) é ainda necessario resolver o subproblema Q
(5) - A adopcéo de predicados permite efectuar a prova da correcgéo parcial do programas

(6)- A existéncia da distancia d. que descresce estritamente a cada passagem pelo anel, permite
completar a prova da correcgdo do programa (correccao total):

(7)- Finalmente. refira-se ainda que construgdo e prova do programa se processam conjuntamente.
Tudo o que até aqui foi dito é susceptivel de ciar a ideia de que este método é simples de aplicar. Na
pratica tal ndo e verifica. Ocupando o ponto (1) - escolha do variante - o papel central do método, a
sua invengdo, pois de invencdo se trata nem sempre € trivial. Mas, mesmo ap6s a sua descoberta. como
definir a estratégia que nos permita aproximarmo-nos da solucéo ? sera essa estratégia 6ptima?

- Como se pode supor pelas questdes apontadas. este método exige um grande esforgo intelectual. bem
como um conhecimento profundo do dominio do problema, por parte do programador.

O método transformacional que apresentamos permite ultrapassar essas dificuldades. fornecendo um
processo mecanizavel de obtengéo de um programa Iterativo com a mesma forma do esquema anterior.

3 - METODO TRANSFORMACIONAL

Como indicamos na introducéo, este método baseia-se na utilizacdo das defini¢cbes recursivas. Deriva-se
uma definicdo recursiva do problema a resolver e prova-se a sua correc¢do. Transformase de seguida
essa definigdo num algoritmo iterativo mais eficiente preservando a correcgdo. Velemos com alguns
exemplos como utiliza o método.

3.1- Primeiro Esquema

Exemplo

Suponhamos que se pretende um programa para o calculo da funcéo factorial. Esta funcdo pode ser
definida recursivamente por:

fact(n) = si n=0 alors 1 sinon fact(n-1) *nis (3.1.1)

Provemos. usando o método da indugéo estrutural, que esta funcéo assim definida calcula efectivamente
a funcgéo factorial.

caso de base: n=0

Se n=0 teremos pela definicdo (3.1.1) factor (0)=1 que por defini¢édo é igual a factorial do zero.
hipétese indutiva: para 0.1.2,3.,,,, m-t fact(n) calcula a fungao factorial.

Se n 10, fact(n) = fact(n-1) *n. Mas por hip6tese fact (n-1)=(n-1) Logo fact(n) = (n-1): *n = n:.

Uma vez provada a sua correcgdo, vejamos como se podem resolver as quatro primeiras questdes




indicadas em 2.2. de modo a obtermos o programa iterativo equivalente.

iii)- obtencéo da invariante

Para se obter a expressao equivalente ao invariante utiliza-se uma técnica de generalizacdo Subs tituem -
se todas as constantes e subexpressdes do apelo recursivo da fungdo por variaveis. ou seja:

fact(n) = fact(u) * v (3.1.2)

(ii)- Obtencao das transformacdes preservando a hipétese indutiva.

Esta etapa € realizada em trés fases que se baseiam na aplicacéo, por esta ordem, de: (1)
substituicdo, (2) aplicacdo de propriedades dos operadores, (3) unificagdo. Concretamente. comega-se
por:

(1)substituir a chamada da funcao fact (n) em (3.1.2) pelo corpo correspondente dado pelo membro
direito de (3.1.1).

fact(n) = (si u=0alors 1sinon fact(u-1) *u) *v
(3.1.3)

(2) aplicar as propriedades dos operadores ( resta caso si alors sinon e multiplicacdo) de modo a
transformar o apelo recursivo do membro direito de (3.1.3) nhuma expressdo com a forma do membro
direito de (3.1.2),

Fact(n)= si u=0alors q*,

sinon (fact(u-1) * u) * v
Fact(n) = si u=0 alors v (3.1.4)

sinon fact(u-1) * (u *v)

(1 é elemento neutro da multiplicagdo e esta Ultima a associativa).

(3) comparando fact(u) * v e fact(u-1) * (u *v). verificamos que possuem a mesma forma, pois é possivel
passar da primeira para a segunda substituindo as variaveis u e v por, respectivamente. (u-1)e (u * v).
Diz-se entdo que dois termos unificam.

lii Resolugéo do problema inicial
A obtencdo do invariante baseia-se essencialmente na existéncia de um elemento neutro para a

multiplicagdo. Fazenda u=1 e v=1 estabelecese a condicao:
fact(n) =fact(u) *v

(iv)- distancia a solugao

E dada pelo valor de u. Quando u=o teremos a solucdo desejada, sendo o resultado dado por v pois u=0
implica fact(n) v.

Partindo destes resultados. podemos escrever equivalente a (3.1.1), com a forma dada pelo esquema
geral de 2.2

v:=1lu:=n




faire (fact(n) =fact(u)*v u=0)
siu=0alors fact(n) = fact(u)*

sinon
vV=Vv*u
u=u-1

Antes de passarmos a um esquema abstracto impde-se trés comentarios. Em primeiro lugar. a ordem
pela qual séo efectuadas as altera¢gBes das variaveis u e v, apés o alternante sinon . nao € arbitrario: o
valor de v deve ser modificado antas de 0 mesmo acontecer a u. Em segundo lugar. utilizou-se uma
variavel suplementar para armazenar o resultado. Finalmente. o segundo membro de (3.1. 2) possui 2
variaveis enquanto o primeiro apenas uma. Isto significa que. na realidade, a funcao fact é calculada
mediante a definicdo de uma fungédo auxiliar g(u.v) a fact(u) *v com duas variaveis. Teremos entdo fact(n)
- g(n,1) com

Generalizagdo

Generalizamos a metodologia atras descrita. passando ao esquema abstracto de uma fungéo definida
recursivamente,

f(x) = si c(x) alors a(x)
sinon h(f(b(x)),d(x)) (3.1.5)

Supomos que o operador h possui um elemento neutro a direita e que € associativo, isto €
3x: VX h(xX) X
Yx,v.z r(h(x,y),z) =h(x,h(y.z))

Se a eficiéncia do programa obtido depende da existéncia destas(e /ou doutras) propriedades. a sua
inexisténcia nédo torna impossivel a desrecursivagao. Veja-se, para o estudo deste caso,
ARSAC/KODRATOFF ou COSTA.

i)- Generalizagdo

O invariante obtém -se generalizando h(f(b(e)), d(x)), resultando
ftx) - htf(u),v) (3.1.6)

(ii)- Transformacé&o

-substituicéo

f(x) - h(si c(u) alors a(u) sinon h(f(b(.u)). d(i)),v) (3.1.7)

-aplicacdo de propriedades

f(x) - si c(u) alors h(a(u).v) sinon h(h(f(b(u)). D(u)),v) devido as propriedades de si alors sinons
1E




f(x) si c(u) alors h(a(u),v) sinon h(f(b(u)), h((d(u).v))

devido ao facto de h ser associativo.

-unificacao

Possivel mediante as substituicdes v:-(d(u),v) e u=b(u) por esta ordem.
(iii)- Estabelecimento da situagdo inicial

Como gx:Vx h(x,«) - x basta fazer u-x e vi-«,

(Iv)- Condigéo de saida do anel e resultado
A condicao de saida é dada por c(u). sendo o resultado igual a ti(a'lu) vi.
Resumindo estes resultados num programa iterativo tipo Algol:

u:-X, vi-X

3.2- Segundo Esquema

Esquema abstracto

Uma vez exposto o método nas suas ligagdes com a propagacao indutiva, surge naturalmente a ideia de
tentar aplicar os seus principios

(generalizagéo, sequéncia de substituicao. aplicacdo de propriedade

Neste caso, a expressdo generalizada tera que englobar as duas chamadas recursivas que aparecem no
segundo ei alors sinon. Porque h 1 H20 primeiro passo do método consistira na transformagdo de h 1 e h2
em expressodes equivalentes, mas que possuam a mesma composi¢ao de fungdes hi. Para tal. supomos
gue hl e h2 possuem ambas um elemento neutro a direita, isto e.,

Obtemos entao

Estas duas expressées facilmente se podem generalizar em

Fx =h1(h2(f(u),v, w)(3.2.3)

Este processo designa-se por busca do "menor generalizado” podendo ser estendido a um numero
qualquer, finito,, de fungbes h1.

Uma vez obtido o menor generalizado, o processo desenrola-se de forma em tudo analoga ao indicado
em 3.1, com a diferenca de que agora existe mais do que um apelo recursivo e tratar. Omitindo o
tratamento das condicionais si alors sinon, obtemos de (3.2.3). por substituicdo, duas expressdes

A unificacdo das expressoes (3.2.4) o0 (3.2.3) apenas sera possivel mediante a sua transformacéo por
aplicacgdo de propriedades dos operadores hl e h2 e/OU da sua composicao tlh h e hl h2 h2




4.3 - O problema da palavra

Duas outras questdes tedricas se colocam ainda, ligadas a tentativa de unifica¢céo mediante o uso de
propriedades dos operadores: a unificacao é sempre possivel? E arbitraria a ordem pela qual se aplicam

as propriedades?

Estas questdes constituem um caso particular do problema conhecido sob o nome de problema da
palavra que se pode enunciar do seguinte modo: dadas duas palavras ae b e um conjunto de relag8es
R existira sempre um processo computacional que. num ndmero finito de passos, nos diga se a se pode
transformar em B mediante o uso das relagfes R (ou vice versa)?

Assim formulado. este problema € irresollvel. Existem, no entanto casos particulares em que ele tem
solucdo: Knuth e Bendix demonstram que. se as rela¢des R formarem um sistema de reescrita
noetheriano (todas as palavras tem pelo menos uma forma normal) e confluente(se a forma existir &
Unica). existe um algoritmo que resolve o problema. No nosso cano ndo é transparente que as nossas
relacdes constituam um sistema de reescrita, Isto € que apenas sejam usadas num Unico sentido. A
possibilidade de serem usadas nos dois sentidos introduz a possibilidade de ciclos infinitos na
computacao ao mesmo tempo que impede a definicdo de uma ordem coerente sobre as palavras. E uma
guestdo que permanece ainda em aberto, pelo que, as duas questdes acima colocadas, continuam ainda
sem resposta definitiva

4.4 - Implementagéo

N&o sendo nossa intengéo tratar neste artigo as questdes téoricas que o método coloca. limitamo-nos a
aflora-los muito superficialmente (correndo com isto o risco de as tornar incompreensiveis e isto porque
a sua eventual resolucéo tem Implicacdes ao nivel da Implementagdo. Se existir um algoritmo de
resolugdo para O(nosso)problema da palavra, o método torna-se bastante poderoso e rapido sendo um
excelente auxiliar para a construgdo de programas iterativos de uma classe de fun¢des relativamente

extensa. Caso ndo exista solucdo. a implementacao seri essencialmente combinatéria, logo menos
eficaz do ponto de vista espaco/tempo.




