RESUMO

Sao referidas técnicas de geragdo de nimeros aleatérios e pseudo-aleatérios em computador e
apresentadas algumas aplicagBes concretas.

indice

1. Introducao

1.1-Um método de Monte-Carlo 1

2.Métodos histéricos de geracéo de numeros aleatoérios 3
2.1-Métodos manuais 3

2.2-Métodos mecanicos 4

2.3- Métodos electrénicos 5

2.4- Analise dos métodos referidos 6

3.Métodos de geragdo de nimeros pseudo-aleatorios 7
3.1- Métodos baseados no aproveitamento de certos
digitos de umresultado 8

3.2- Métodos congruenciais Si

3.3-Uma concretizagdo préatica destes métodos 12
4.Testes estatisticos para numeros pseudo-aleatorios 14
4.1-Teste de frequéncia 15

4.2-Teste serial 15

4.3-Teste de correlaga o serial 15

5. Algumas aplicacdes dos numeros pseudo-aleatérios 17

5.1- Métodos de Monte -Carlo (simulagao) 17

5.2- Hashing 19

5.3- Verificagdo da redundancia ciclica (cyclic redundancy check) 22
6. Bibliografia 23

7. Anexo

l.introdugéo

A importancia dos nimeros aleatérios e pseudo -aleatérios provem da multiplicidade das suas aplicacdes
algumas das quais iremos mencionar neste artigo. Historicamente, parece dever-se a J. E. Mayer a ideia
de utilizar nmeros aleatdrios para resolver certos tipos de problemas, muitos dos quais de natureza
puramente determinista; estas técnicas de resolucdo de problemas sao, normalmente, designados por
métodos de Monte-Carlo, tendo surgido, durante a segunda guerra mundial, como meio de simular o
comportamento dos neutrdes no interior dos materiais radioactivos.

1.1-Um método de Monte-Carlo

Como exemplo ilustrativo dos métodos de Monte-Carlo, consideremos o seguinte problema: calculo do
integral definido de uma funcéo f(x) no intervalo [a,b].

Como e sabido, no caso que acabamos de esquematizar, o valor do integral reduzse a area
representada a tracejado na figura 1.

Um método (de Monte-Carlo) para resolver' o problema proposto, e o seguinte: espalhemos,
aleatoriamente, pontos no rectédngulo abCD (teremos, assim, uma densidade de pontos constante dentro
do referido rectangulo) ; contamos o nimero de pontos gerados que se encontram abaixo da curva da
funcéo fi esse numero de pontos e proporcional ao valor do integral desejado.




Obviamente, (b-a).M repres enta a area de rectangulo abCD.

Este método e intuitivamente aceitavel, o mesmo se passando com muitos outro deste tipo. Mais adiante,
referiremos maneiras de gerar nimeros aleatérios em computador.

Convém, no entanto, acentuar que estes processos de célculo ddo, apenas, resultados aproximados,
sendo os erros cometidos tanto mais importantes quanto menor for o niimero total de valores aleatérios
gerados. Existem, contudo, muitas situacdes em que ndo ha solugfes analiticas (ou mesmo,
aproximadas; que possam ser obtidas a custa dos métodos usuais da Analise Numérica) nessas
condi¢Bes, os métodos de Monte-Carlo podem ser uma ajuda preciosa, caso sejam convenientemente
utilizados.
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2.Métodos histéricos de geragdo de numeros aleatérios

Normalmente, podemos referir. que ndo faz muito sentido a expresséo "numero aleatério"; com efeito ndo
podemos dizer que um de terminado valor e um numero aleatério. Podemos é falar de sequéncia de
nameros aleatérios (independentes), se cada um deles foi obtido casualmente e o conhecimento de um
deles nao permitir obter qualquer informacao sobre os outros que constituem a sequéncia; normalmente
guando se fala de sequéncias de nimeros aleatorios, quer-se indicar, adicionalmente, que se trata de
numero com distribui¢céo uriforme (cada um tem a mesma probabilidade de ser gerado que qualquer
outro), a ndo ser que, explicitamente, se indique outra distribui¢éo.

2.1- Métodos Manuais

2.1.1- “Chapéu Alto"
Consiste em seleccionar (com reposigéo) discos ou bolas numeradas continadas em urnas ou quaisquer
outros receptaculos apropriados (por exemplo. chapéus), depois de bem misturadas.

Este método teve bastante importancia no desenvolvimento dos trabalhos sobre Estatistica realizados, na
University College, sob a direc¢do de Karl Pearson; sendo um método manual, tem, contudo, muitas
inconvenientes: e lento e trabalhoso e, principalmente, ndo existe possibilidade de garantir uma mistura
adequada, pelo que, muitas vezes, as sequéncias geradas ndo séo realmente aleatérias.

2.1.2 - Tabelas de digitos aleatérios

Sao obtidas através da selecgéo aleatoria de alguns dos digitos que constituem os nimeros que surgem
em certas tabelas: fun¢fes trigonométricas logaritmos, listas telefonicas, etc. Esta ideia deve-se a L.
Tippett, que publicou uma tabela de 10400 digitos aleatérios, retirados dos digitos finais de nimeros que
apareciam em tabelas de relatérios de recenseamentos.

Historicamente, o método que veio substituir o do "chapéu alto", tornando muito mais rapida e fiavel a
realizacao de experiéncias baseadas no uso dos nimeros aleatérios.

2.2-Métodos mecénicos

2.2.1- A Maquina de Kendall e Babington-Smith

Era constituida por um disco (com sectores numerados) que girava m ovido por um motor eléctrico e que

parava em instantes arbitrariamente escolhidos por um observador, sendo' tomada nota do nimero
indicado por um ponteiro; 0 método aleatério de escolha do instante de paragem consistia em deslocar,




as cegas, um eléctrodo através de um labirinto em grafite, desenhado sobre uma folha de papel, até que
o0 eléctrodo fizesse contacto eléctrico com o labirinto.

Foram obtidos deste modo, 100000 digitos aleatérios. Para testar a maquina, os autores desta
desenvolveram una serie de testes estatisticos, que ainda hoje sdo usados.

2.2.2- A maquina analégica de Beer

Stafford Beer desenvolveu esta maquina para estudar o comportamento de filas de espera; continha uma
parte que constituia uma versdo mecénica do "chapéu alto", parte essa que. € reproduzida na figura 2.

Deixa-se cair uma bola num crivo, que vibra sobre um cone rotativo, e aquela ird entrar num dos cem
receptaculos existentes na base do cone. Os movimentos da peneira e do cone fazem com que os
receptaculos tenham a mesma probabilidade de serem seleccionados, resultando, para 0s nimeros
aleatérios gerados, uma distribui¢cdo uniforme entre 1 e 100.

2.3-. Métodos electrénicos

Existem muitas maquina electrénicas para gera ndmeros aleatérios; algumas das mais importantes sdo:
ERNIE (que selecciona os prémios da lotaria da Gra-Bretanha), Rand Corporation Machine (através da
gual foi obtida a tabela "A Million Random Digits"), OS Electronic Probability Generator) RCA Random
Number Generator (que usa um dispositivo sugerido por J. Vom Neumann), etc.

De um modo geral , todas essas maquinas usam o mesmo principio: existe uma fonte (material
radioactivo, lampadas de neon, diodos termionicos) que produz um ruido aleatério, ruido esse que é

convertido numa sequéncia de impulsos que vao comandar um contador ciclico; o envio de impulsos e
suspenso a intervalos regulares para exame do estado do contador. Este estado o resto dadivis&o inteira

do nimero de impulsos ocorridos durante o intervalo de tempo entre interrupgdes, pelo modulo do
contador (numero total de estados do mesmo).

Embora haja dez contadores, s6 sdo gerados nove digitos distintos (cada um é obtido por subtrac¢éo dos
conteudos de dois contadores sucessivos); 0 objectivo e permitir o funcionamento de maquina, mesmo
guando se avaria um dos geradores de impulsos.

2.4- Andlise dos métodos referidos

Todos os métodos mencionados, até agora, apresentam inconvenientes, caso encaremos a sua utilizagao
em computadores, porque sdo lentos ou produzem sequéncias de nimeros que, por vezes, ndo tem as
caracteristicas de aleatoriedade requeridass (manuais e mecanicos); todos, porque tem custos elevados
guer seja em termos de trabalho humano, quer em termos de preco do dispositivos). Mas um
inconveniente ainda mais serio é a ndo reprodutibilidade das sequéncias: com efeito, na fase de
desenvolvimento dos programas, € necessario verificar os calculos; em certas aplicagbes precisamos de
avaliar hipoteses alternativas, pelo que sera conveniente testarmos as alternativas em condi¢cfes
analogas. Uma maneira de ultrapassarmos este problema seria gravarmos, num suporte fisico apropriado
(banda ou disco magnético), esses numeros aleatorios gerados e lé-los, no programa, cada vez que
precisdssemos deles; contudo, para alem do espago necessario para armazenar os valores, teriamos o
problema da lentid&o da leitura, pois , como e de conhecimento geral, o processamento de informagéo na
unida de central do computador e varias ordens de grandeza mais rapido que a troca de informag&o com
as unidades periféricas.




3. Métodos de geracao de nimeros pseudo-aleatorios

Com o advento dos computadores, as deficiéncias mencionadas, anteriormente, acerca dos métodos de
geracao de numeros aleatérios', levaram ao aparecimento de metodos mais eficientes para utilizagdo em
computador, fazendo uso das operacdes aritméticas deste.

Deve-se a John V. Neumann o primeiro destes métodos: o "Mid-square”, em que cada nimero da
sequéncia". obtido, a partir do anterior, elevando-se este ao quadrado e aproveitando, depois, os digitos
do meio do resultado encontrado.

Por exemplo, consideremos, como primeiro numero
X1=81 x12= 6561 x1=56

Se continuarmos, obtemos a seguinte sequéncia 81, 56, 13, 16, 25, 62, 84, 5, 25, 62,....

Esta série de valores ilustra um dos problemas comuns a todos os métodos de geragdo de nimeros
pseudo-aleatérios: mais cedo ou mais tarde, ha um valor de sequéncia que se repete, limitando um ciclo
que se repete indefinidamente (neste caso, o comprimento do ciclo é quatro).

Outra objecc¢édo que se pode por a estes métodos é a seguinte: até que ponto uma sequéncia de ndmeros,
gerados por um processo puramente deterministico, pode ser considerada aleatéria? Uma justificagao
pragmatica consiste em reconhecer que ndo se trata de nimeros aleatdrios, mas acrescentar que eles se
comportam como tal (especialmente dos pontos de vista da equiprobabilidade e independéncia). Portanto,

embora ndo o sejam, esses nimeros parecem ser realmente aleatérios: dai o seu nome: pseudo-
aleatérios.

3.1- Métodos baseados no aproveitamento de certos digitos de um resultado

1.1.1 -Mid-square

J& foi mencionado antes; a expressao de recorréncia que o sintetiza e a seguinte:

Xn+1 :int(x2/bd) - b2d .int (x2n/b2d)

Onde b é a base de numeracgéo usada, d o nUmero de digitos considerados e int (x) a parte inteira do

ndmero X.

Tem, como inconveniente, o produzir ciclos relativamente curtos e favorecer os mais pequenos valores
possiveis para xn+1

3.1.2- "Mid-product"

Trata-se de uma extens&o do método anterior e do proposto tendo em vista reduzir os defeitos
assinalados para aquela. Parte-se de dois numeros, x1 e x2, que se multiplicam, aproveitando-se os
digitos intermédios para obter x3; 0 processo repete-se depois, 'em x2 e x,3 para obter x4, etc.

A expressao de recorréncia que o define é

Xn+2 = int(xn*xn+1/bd) . int (xn*xn+1/b3d)

b, d e int(x) tem os significados ja assinalados anteriormente.

Embora reduza os inconvenientes do método anterior', ndo os elimina, pelo que também néo e muito
utilizado.

3.1.3 Potenciagao
Pode ainda considerar-se como uma alteracao do método proposto por Von Neumann, sendo necessario
inicializar 3 parametros: o valor inicial da série x1 e as constantes e e c.




Tem a seguinte expressao de recorréncia:

Xn+1 = (c+xn)e— int (c+xn)e

Onde C é uma constante real e e um expoente inteiro.

Nesta forma, este método gerard nimeros pseudo-aleatérios entre 0 e 1

3.2 Métodos congruenciais

Tendo reconhecido que uma sequéncia de nimeros pseudo -aleatérios e ciclica, D. H. Lehmer sugeriu,
em 1943, que se usasse a teoria dos muremos para tentar fazer esseperiodo o mais longo possivel. Hoje
em dia, a quase totalidade dos geradores; de niimeros pseudo-aleatorios baseia-se nesta ideia.

3.21 — Método congruencial linear (de Lehmer)

Tem, como expressao geral
Xn+i= (f.xn+a) modulo (m)

Onde f e um factor multiplicativo, a o acréscimo e m o modulo.

E necessério, adicionalmente, fixar o primeiro elemento da sequéncia, x1

Lembramos que a expresséo x: (y) médulo (n) significa: x e congruente com y, modulo z, e indica que a
diferenca xy é multipla inteira de z. mais informalmente, podemos dizer que y é o resto da divisdo inteira
de x por z

geraremos a seguinte sequéncia

3,1,7,9,3 1,

Verifiqguemos que e necesséria uma escolha criteriosa dos pardmetros para obtermos uma sequéncia
com periodo suficientemente longo.

OBS: O método inicialmente proposto por Lehmer tinha c=0 (método congruencial multiplicativo) que e um
pouco rapido do que se fizermos ¢ 1= (método congruencial misto), em contrapartida, o primeiro tem um
periodo ligeiramente mais curto: que o segundo.

Como a dissemos, os parametros que definem este método tem de possuir um determinado conjunto de
propriedades, se quisermos obter sequéncias com caracteristicas satisfatorias:

a)Escolha do modulo, m: como € natural, convém que m seja 0 maior possivel, embora, na pratica, o seu
valor esteja dependente da dimenséo da palavra do computador.

5)Escolha do factor multiplicativo f, e do acréscimo a: a fixagdo de m limita, desde logo, a dimensé&o
maxima do periodo da sequéncia (que sera m); no entanto, para que esse valor maximo Seja atingido, f e
a tem de satisfazer as condi¢cdes enunciadas nos seguintes teoremas:

Teorema 1: uma sequéncia congruencial linear tem um periodo do comprimento m se e s6 se (com c0):
i)a e primo em relacdo a m;

ii)f-1 € um multiplo inteiro de cada m dos ndimeros primos que dividam m;

iii) f-1 é mdltiplo Inteiro de 4, se m for, também, mdltiplo inteiro de 4.




Teorema 2: O maior periodo possivel, com c:0, € x(m)1 que se verificara caso:
i)x1 seja primo em relagdo a m;

i) f seja um elemento primitivo, médulo m.

Definigdes:

-Ordem de f modulo m (com f e m, primos): menor inteiro, x para o qual

fx= (1) médulo (m)

-Elemento primitivo, médulo m: qualquer valor de 1 que conduza a maxima ordem possivel, médulo m.
-Ordem de um elemento primitivo, x(m): maxima ordem possivel, médulo m.

NOTA:estes teoremas estdo demonstrados em Knuth [1] , onde vem referido, igualmente, como obter

elementos primitivos, modulo m.

3.2.2- Outros métodos

Embora, como se disse, 0 método congruencial linear seja o mais usado, tem surgido outras sugestdes,
como sejam:

Métodos congruenciais quadraticos
Xn+1 = (ax2n + bxn +c) modulo (m)
-Métodos congruenciais aditivos

Xn+1 = (xn+xn-kK) moédulo (m)

Este Gltimo necessita de k valores inicais para poder funcionar; quando k=1, produz uma sequéncia de
Fibonacci, que ndo apresenta resultados satisfatorios.

No entanto, por uma razdo ou outra (pouca eficiéncia, necessidade de memorizar um certo nimero de
valores, pouca qualidade estatistica), ndo tem tido grande aceitagéo.

3.3-Uma concretizagdo Pratica destes métodos
Como dissemos, na obra, ja citada, de Knuth vem indicado:
modos de obter elementos primitivos, médulo m (ou seja, maneiras de garantir ciclos com o maximo

periodo possivel); no caso do modulo, m, poder ser expresso como uma poténcia de 2, m=2P, com p>4, o
multiplicador, f, devera satisfazer uma das relagées

f=(3) modulo (8) ou

f=(5) médulo (8)

Alem disso, f ndo pode ser muito pequeno, porque, entdo, a sequéncia apresentara uma correlagéo serial
acentuada Existe uma férmula , de Greemberger, que nos da os limites entre 0s quais varia o coeficiente

de correlagéo serial, p (xi, Xi+i):

1/f — (6a/fm) (1- a/m) +- fim




Assim, para minimizarmos a correlagao entre Elementos consecutivos da sequéncia, deveremos escolher
valores, para f proximos de Om

Uma escolha frequente parece ser f=2P/2 +3.

Vamos ilustrar o que acabamos de dizer com um exemplo retirado do Scientific Subroutine Package,
desenvolvido pela IBM para o sistema 360 (rotina, em FORTRAN IV, RANDU):

SUBROUTINE RANDU (IX, 1Y, YFL)
Y = ix * 65539

IF (IY) 5,6,6

51Y =1y + 2147483647 + 1

6 YFL=1Y

YFL YFL *4656613E-3
RETURN

END

IX é o elemento anterior da sequéncia (xn); 1Y, o elemento actual (xn+1): YFL, um nimero pseudo-
aleatério com distribui¢do uniforme entre 0 e 1.

Como primeiro elemento da sequéncia, é sugerido um inteiro impar com um numero de digitos ndo
superior a nove

Ométodo utilizado nesta rotina é o congruencial multiplicativo
Xn+1 = (f.xn) moédulo (m)
em que f= 65539 (2.16 +3)em =2147483648(2 31)

Esta rotina pode ser usada em qualquer computador binario que tenha uma palavra de 32 "bits"; como se
sabe, os inteiros sdo normalmente, representados do seguinte modo:

-Os positivos, no seu equivalente binario, desde que néo ultrapassem. 2 31- 1, que corresponde a
Q1111....11=.2147483647 =231 -1

31 "bits"

-Os negativos, na forma de complemento para dois; por exemplo, -1 representar-se-ia do seguinte modo
11111211...111

32 "bits"

Quanto ao produto, médulo 232, ele é feito, automaticamente, pelo computador;. com efeito, na instrugdo
Y =I1X*65539, Se o resultado contiver mais de 32 digitos binarios, o0 s serdo considerados os 32
menos significativos (é ignorado o 'overflow" em virgula fixa). No entanto, pode acontecer que, dos 32
"bits" aproveitados pela maquina, o primeiro seja um (j& vimos que, na forma de representacao inteira
normalmente utilizada, isso significa que o nimero é negativo); assim, torna-se necessario passar esse
digito a zero. Para conseguir isso, a rotina testa o resultado, para ver se e negativo, e, se o for, anula-o,
do seguinte modo:

Seja 1000...01
32 bits
O resultado do produto (niGmero negativo)




Somemos-lhe 0111....11 (21474836447)
Transporte desprezado 1, 0000....00

Somemos-lhe 0000....01 (1)
0000....01

Resultado final (apenas eliminamos o digito do sinal)

O objectivo deste conjunto de instrucdes e fazer o produto, modulo 231 (uma vez que o primeiro digito e o
do sinal), de ix por 65539.

Finalmente, e feita uma reducéo de escala dos nimeros gerados:
de [0;2 31-1] para [0;1] (62 instrug&o).

4.Testes estatisticos para nimeros peuco-aleatorios

Depois de escolhermos um dado gerador de nimeros pseudo-aleatérios, teremos que confirmar que os
nameros se comportam, realmente, como aleatérios; €, pois, necessario aplicar alguns testes estatisticos
para verificar a aleatoriedade das sequencias geradas. Esta é uma fase que e, normalmente,
menosprezada, sendo comum verificar-se que as pessoas aceitam, cegamente, rotinas que colegas seus
verificaram produzirem resultados aceitaveis em certas condicoes.

Muitas das técnicas usadas para testar sequéncias (Se nimeros pseudo-aleatérios baseiam -se nos testes|
do Qui-quadrado (x2) e de Kolmogorov-Smirnov. No entanto, € possivel efectuar simplificagfes nesses
métodos, por forma a tornddos mais sugestivos. encontrando, mesmo, interpretacdes gréaficas para alguns
deles.

Para ilustrarmos este assunto, escolhemos trés testes (simplificados), que iremos aplicar a rotina RANDU:
de frequéncia, serial e da correlacdo serial.

Desenvolvemos, para isso, um programa FORTRAN IV, que passamos no 360/44 (IBM) do CCUL; a
listagem do programa propriamente dito e os resultados de uma gerac¢éo de 10000 valores sdo

apresentados em anexo. Escolhemos, para primeiro elemento da sequéncia, o numero de aluno, no IST,
do autor (14263).

4.1-Teste de Frequéncia

Como ja dissemos, a rotina RANDU gera valores entre O e 1; se os nimeros ao gerados
"aleatoriamente”, é licito esperar que se distribuam uniformemente naquele intervalo, pelo que o dividimos
em dez classes de idéntica dimenséo (0,1) e contemos o nimero de valores gerados contidos, em cada
uma das classes.

Os resultados obtidos aparecem na listagem ja mencionada e estdo de acordo com a hip6tese feita (para
ser mais exacto: aplicado o teste x2 , a concordancia encontrada é demasiado boa para os niveis de
significancia normalmente utilizadcs - 1, 5 e 10%; deveriamos, pois, ter empregado um teste mais
potente).

4.2-Teste serial

Este tipo de testes é usado para avaliar a aleatoriedade entre grupos consecutivos de numeres na serie;
se cada um dos grupos for constituido por dois nimeros, poderemos considerar que se trata das
coordenadas de um ponto num plano e, nesse caso, esses pontos deverdo espalhar-se, uniformemente,
no quadrado definido pelos quatro pontos (0;0), (O;1), (1;1) e (1;0). No anexo mencionado antes, esta
representado o grafico que sintetiza este teste; o quadrado referido esté limitado, dos lados esquerdo e
inferior, pelo caracter "." e, dos lados Superior e direito, pelo simbolo "&"; cada um dos numeros que
surge no grafico indica o nimero de sobreposi¢des no ponto que ele representa. Também neste teste, se




verifica, aparentemente, uma boa concordancia com a hipotese feita.

Este teste pode ser generalizado para grupos, consecutivos, de trés, quatro, etc, nimeros pseudo-
aleatorios.

NOTA:Tendo notado que o contraste obtido no diagrama de disperséo era pequeno, foi passado,
novamente, o programa, agora com o Seguinte jogo de caracteres:

Antes Depois

Um Gnico ponto 1+

Mais de um ponto (véarias sobreposi¢ées)2,3,4,...0

4.3- Teste de correlagéo serial

Outro teste, vulgarmente utilizado, para estudar a correlagéo entre os valores gerados é o coeficiente de
correlacdo serial (entre series de nimeros intervalados de K unidades); se considerarmos a sequéncia
gerada como um processo estocastico, os diversos coeficientes de correlacédo (deslocados de K=1, 2,...

etc., unidades) constituirdo a funcéo de auto-correlagao do processo.

Estima-se o coeficiente de auto-correlagao (deslocados de K), através de

Este coeficiente assume valores entre 1 e +1., havendo, nestes dois casos, dependéncia linear completa
entre as duas series de valores deslocados de k. Em principio, para os diversos k dever-se-iam
esperar valores de p proximos de zero- Além disso a representagdo grafica de p nao deveria obedecer a
nenhum padréo regular

No anexo a este artigo, também estao referidos os valores obtidos para p em funcéo de K, bem como a
representacao gréafica desses valores.

5. Algumas aplica¢des dos nliimeros pseudo-aleatorios

5.1 Métodos de Monte-Carlo (simulag&o)

Esta e, talvez, a mais importante aplicagdo, em computador, dos nimeros pseudo-aleatérios. Com efeito,
sob esta designacéo, estdo englobados métodos que permitem a resolugéo de problemas de indole a
complexidade extremamente variadas; desde calculo de integrais a estudos de comportamento de filas de

espera passando pela simulacao de processos fisicos.

Iremos ver dois exemplos muito simples: o calculo de um integral definido e a simulagdo do movimento de
um neutrdo através de uma parede de chumbo.

5.1.1- Calculo de um integral definido

Escolhemos a fungéo f(x):x21 no intervalo [0;1J; cada ponto é representado por dois numeres pseudo -
aleatorios; gerados em sequéncia, correspondendo as coordenadas do ponto.

Foram gerados 5000, 10000, 15000 e 20000 pontos, obtendo-se os seguintes resultados:




Por aqui, podemos ver a lentidéo de convergéncia do processo o que obriga a utilizagdo de grandes
volumes de dados.

5.1.2 - Simulagdo do comportamento de neutrdes

Admitamos que quer iamos dimensionar a espessura da parede de chumbo destinada a controlar o
movimento doe neutrdes num reactor nuclear sabendo-se sue e constante a distancia, d, percorrida, pelo
neutrdo, entre choques sucessivos com os atomos de chumbo da parede e que e aleatéria a direccdo que

ele toma, apoés cada um desses choques; admita-se, ainda, que cada neutrdo sé pode suportar doze
choques, antes de ser absorvido.

Para resolver o problema, escolhe-se uma espessura inicial e considera-se um grande numero de
neutrdes; para cada um deles, geram -se as direc¢fes que ele toma, na sequéncia de cada choque e
verifica-se se conseguiu atravessar a parede; finalmente, calculase a percentagem de neutrdes que
conseguiu atravessar a parede Se esta percentagem for suficientemente pequena, esta resolvido o
problema; se ndo, aumenta-se a espessura e repete-se 0 processo.

usamos 20000 neutrdes e testamos o método para espessuras da pare de iguais a 2d, Sd e 10d.

Na figura 5 representamos as trajectérias dos trés primeiros neutrdes, para o caso ESP = 5d.

3.2-Hashing

O problema de procurar um elemento numa lista é extremamente importante em Informética, existindo um
grande numero de algoritmos que sintetizam diversos modos de resolver; um de exemplos desse
problema e o acesso directo (ou aleatério) a registos de um ficheiro em disco.

Dois dos métodos mais simples de pesquisa de uma lista, que poderiam ser usados neste caso, séo a
procura linear e a procura binaria. O primeiro consiste cm comparar a identificacao do elemento (neste
exemplo seria a chave do registo) com a de todos os componentes da lista (registos do ficheiro), ate
encontrar (ou ndo) uma idéntica. O segundo compara a identificagcdo do elemento com a do componente
gue ocupar a posi¢cao media na lista - se existir una relagdo de menor entre ambas, a segunda metade da
lista é eliminada; se for de maior, sera a primeira metade que fica de fora; se forem iguais, a procura
termina; o processo é depois repetido para a lista resultante, até se atingir uma sub-lista s6 com um
elemento. Qualquer destes métodos é extremamente ineficiente para o caso em questao: com efeito, se n
for o nimero de elementos da lista, o nUmero de comparacdes necessarias é proporcional a n (linear) ou
alog2n (binaria).

Neste género de aplicacdes, e bastante util o método de “hashing": técnica de construgéo (e pesquisa) de|
tabelas que usa minimizar o nUmero de tentativas para encontrar um elemento numa tabela; enquanto os
dois primeiros métodos referidos usavam a chave do registo para o procurarem no ficheiro, o de “hashing”
calcula primeiro, uma fungao da chave, cujo resultado é o enderego do registo procurado.

OBS: o verbo inglés "to hash’ significa "picar (carne)" ou “reduzir a pedagos".

As funcbes de "hashingt' normalmente utilizadas sdo de natureza "aleatéria” (mais precisamente,
baseiam -se no calculo de numeros pseudo-aleatorios, a partir da chave): distribuem-se, assim
uniformemente, as chaves a armazenar pelo registos disponiveis. Torna-se, no entanto, necessario
solucionar dois problemas: o de escolha de uma fungéo apropriada e o do possivel aparecimento, a partir
de chaves distintas, do mesmo enderego.

Para ilustrar a técnica, admitamos que queriamos criar um ficheiro, de acesso directo, dos, digamos, cinco




mil alunos de uma escola, de acordo com o numero do Bilhete de Identidade de cada um deles; o
comprimento do registo era de 100 "bytes" (de oito "bits ”); 0 meio de suporte a usar seria uma pilha de
discos magnéticos, com 20 cilindros de 20 pistas, cada uma podendo conter 29 registos. Como ja
referimos, e devido a tratar-se de uma funcéo aleat6ria, a transformacao ("hashing") de chaves distintas

pode conduzir a um mesmo endereco; por isso, devemos deixar alguns registos por preencher, para
resolvermos essas colisdes (também designadas por sinbnimos): essa margem de seguranca é chamada,

por vezes, factor de carga e um dos valores usados é 0,8.

Nestas condi¢des, o niUmero de enderegos disponiveis, em disco, sera de 6250 (5000/0,8)
Consideremos, agora, o célculo do endereco correspondente a chave 2318474 (Bl do autor)
1)Comega-se por gerar pseudo-aleatoriamente um numero a partir da chave - calcula-se o resto da

divisdo inteira entre a chave e o nimero primo imediatamente Inferior ao numero de registos disponiveis
(6247).

2)O numero obtido (337) vai-nos dar o endereco, em disco, do registo; Como existem 29 registos por
pista, fazendo a respectiva divisdo inteira, obtemos

637 29
257 28
05

Onumero 5 indica a posicao relativa ocupada pelo registo na pista; como o registo 0 € usado pelo sistema,
temos de Ihe adicionar 1, pelo que 0 nosSso registo e o0 sexto na pista a que pertence.

3)O quociente (28) indica o cilindro e a pista: como existem 20 pistas por cilindro

Nota: a funcao de “hashing” que escolhemos ndo é a Unica utilizada (outro método usa um produto em
vez da divisao inteira).

Como ja referimos atras, um problema que pode surgir, neste método, é a ocorréncia de colisdes. Por
exemplo, a chave 2324721 (2318474 + 6247) conduziria ao mesmo enderec¢o; um dos modos de resolver
este problema é armazenar este registo ( 0 que provocou a colisdo) no 1° registo livre a seguir ao
endereco obtido (este método néo é Unico). Quando da procura de um determinado registo, ela é iniciada
no endereco obtido pela fungdo de hashing e continua até ser encontrada uma chave idéntica (registo
encontrado) ou um enderecgo vazio (procura infrutifera)

Como é obvio, a procura em "hashing" exige que a construgdo da lista tenha sido através da mesma
técnica.

5.3 - Verificarao da redundancia ciclica (Cyclic Redundancy Check-CRC) Trata-se de um método de
deteccao de erros usado, por exemplo, para verificar a integridade da informacao gravada em disco ou
transmitida através de um canal de telecomunicacdes.

Uma das aplicagdes mais importante é em redes de computadores, onde é usado para verificar a validade|
da informacao contida nos blocos de mensagens trocadas entre os nés da rede. Nesta técnica, os bits da
zona de dados da mensagem sao considerados como representagdo binaria de inteiros e séo divididos
por uma constante de valor fixado (segundo a norma da CCITT, essa constante € 10000000000001, que
pode ser considerada como uma representagéo dos coeficientes de um polinémio de grau
16:x16+x12+x5+1); o quoficiente é ignorado e os 16 bits que constituem o resto da divisao inteira do bloco
pela constante sdo aproveitados como caracter de verificacdo do bloco (BCC — b_LOCK Check
Character): se 0 BCC transmitido é idéntico ao BCC calculado pela estagédo receptora, a mensagem é
aceite; caso contrério, aquela pede a repeticdo da mensagem.

Como temos visto, o resto da divisdo inteira de um nimero por outro apresenta caracteristicas pseudo-
aleatorias, pelo que este método € bastante eficiente na deteccao de erros de transmisséo.




